TRACTAMENT DE DADES EXPERIMENTALS

0.1 Introducci6

La determinaci6 experimental de qualsevol magnitud fisica es realitza mitjancant
aparells de mesurai el posterior tractament de les dades obtingudes. Qualsevol que sigui
el grau de complexitat d'una mesura, les dades experimentals que sobtenen sempre e
nen una certa imprecisio que cal saber valorar. El grau d'imprecisio, o de fiabilitat, d'a-
guestes dades es caracteritza amb una quantitat anomenada error experimental. Aquest
és el sentit que donem al concepte d'error en ciéncies experimental's, que no té res a veu-
re amb la idea d'equivocacio. Aixi, doncs, e resultat d'un experiment és el valor de la
magnitud buscadai el de I'error amb qué shatrobat.

0.2 Mesuresi erors. error absolut i error relatiu

Quan mesurem una determinada magnitud (massa, temperatura, voltatge, inten-
sitat...), €l resultat que obtenim no és un resultat exacte sin6 un interval al voltant d'un
resultat aproximat. El resultat de la mesura sacostuma a escriure com

X+ e

onxindicael resultat de la mesura que es consideramillor i g, és un nombre real positiu
(amb les mateixes unitats que X) que sanomenaerror absolut. Aquesta expressio indica
que € valor de la magnitud mesurada esta compres entre x- e, i x+e,.

Per tal de valorar laqualitat d'una mesura és més convenient utilitzar I'error rela
tiu. L'error relatiu d'una determinada magnitud es defineix com

e
€4 (X)=—=

| ]

L'error relatiu és un nombre adimensional que S'acostuma a expressar en tant per cent.

0.3 Expressio d'un resultat experimental

El fet que el valor experimental d'una determinada magnitud tingui un error as-
sociat limita el nombre de xifres que tenen sentit. Pensem, per exemple, com interpretar
gue € valor d'una magnitud és

237.843 + 9.641

En aquest exenple és absurd donar tres decimals en €l valor de la magnitud si I'error
amb que esta afectada és practicament de |'ordre de 10. Per la mateixa rad donar |'error
com 9.641 és absurd, ja que les mil-lésimes no tenen cap significat. Per tant, hem de
suprimir xifres.



Hi hatres possibles maneres de suprimir xifres d'una quantitat:

a) Aproximaci6 per defecte o truncament: Consisteix a suprimir les xifres sobrants.
Exemple (s només es volen dos decimals):
125598 ® 1255 ; 125508 ® 12.55 ; 125550 ® 12.55

b) Aproximacio per excés. Consisteix a suprimir les xifres sobrants i sumar una unitat
al'lltima xifra expressada.

Exemple (s només es volen dos decimals):
125598 ® 12.56 125508 ® 12.56 125550 ® 12.56

¢) Arrodoniment: Consisteix en truncar o aproxi mar per excés d'acord amb €l criteri

seguent:
- Si laxifrad'ordre més at suprimida és inferior a5, estrunca
- Si laxifrad'ordre més alt suprimida és superior o igual a5, saproxima per excés

Exemple (s només es volen dos decimals):

125598 ® 12.56 ; 125508 ® 12.55 ; 12.5550 ® 12.56

Criterisper al'expressié correcta d'un resultat

Normalment, |'error sexpressa amb una o dues xifres sense comptar els zeros
que indiquen ordre decimal, és adir, amb una o dues xifres significatives Per exemple,
la primeraxifrasignificativade 0.09641 ésel 9i lasegonael 6.

L'ERROR SEMPRE SAPROXIMA PER EXCES.
Exemples de I'expressiO correcta dels errors:

Valor 2 xifressignificatives | 1 xifrasignificativa

1.3458 1.4 2

57.763 58 60=6" 10

0.0276 0.028 0.03
247000 =24.7° 10* | 250000 = 25" 10* 3 10°

0.0298 0.030 0.3

Una vegada sha expressat I'error amb una o dues xifres significatives, €l valor de
la magnitud sexpressa de manera que I'Ultima xifra significativa sigui del mateix ordre
gue lad'ordre més baix al'error.

EL VALOR DE LA MAGNITUD SEMPRE SARRODONEI X.
Exemples de I'expressio correcta del resultat d'una mesura:

Magnitud Error Expressi6 correcta
2.5483 1.3458 25+ 14
3458.9353 57.763 3459 + 58
67.8295 0.0276 67.830 + 0.028
98657320.6 247000 9866" 10" + 25" 10*
809.4563 0.0298 809.456 + 0.030

Al laboratori expressarem els errorsamb 2 xifres significatives (com al'exemple).




0.4Diferentstipusd'error

Encara que les causes dels errors en les mesures experimentals son molt varia-
des, els diferents tipus d'errors es poden englobar en dos grups.

- Errorsinstrumentals o sistematics
- Errors accidentals

Errorsinstrumentals

Entenem per error instrumental |a diferéncia entre el valor d'una magnitud donat
per un aparell de mesurai el seu valor real, en condicions ideals (és adir, S poguéssim
controlar tots els factors que incidei xen sobre |'experiment).

Els diferents tipus d'errors instrumentals que presenta tot aparell son els se-
guents:

L'error de zero (o corriment d'escala) és e valor que indica I'aparell quan la
magnitud mesurada correspon a valor inicial d'escala. Alguns aparells permeten corre-
gir-lo.

L'error d'escala és la diferéncia entre la magnitud mesurada i el valor rea a
diferents punts de I'escala de mesura. L'error d'escala es determina calibrant I'aparell. En
el laboratori, els diferents aparells han estat previament calibrats.

L'error deresolucio ésdegut alaprecisié intrinsecade I'aparell. Aquest error és
caracteristic de cada aparell i, normalment, el fabricant de I'aparell indica e seu valor.
Si no ésaixi, se segueix € seglent criteri per determinar el seu valor:

a) En elsaparellsanalogics es considera que I'error deresolucio ésigual a la meitat
dela diferéncia entre dos valor s consecutius de |'escala.

b) En els aparells digitals es considera que I'error deresolucié ésigual a una unitat
en I'dltim digit.

L'error de resolucio6 és inherent a qualsevol mesurai, per tant, inevitable, de me-
nera que no podem assolir resultats amb un error inferior al'error de resolucié.

Errorsaccidentals

Quan es repeteix una mesura més d'una vegada en, aparentment, idéentiques con-
dicions, sovint sobserva que els resultats no coincideixen. Si hom pogués controlar tots
els factors que incideixen sobre un experiment sempre trobaria el mateix resultat. A la
practica, pero, hi ha una série de factors aleatoris que provoquen desviacions en els re-
sultats d'una mateixa magnitud. Aquestes desviacions introdueixen una incertesa en el
resultat final que sanomena error accidental. L'estimacié daguest tipus d'error es basa
en metodes estadistics.

En la majoria de mesures que farem els errors accidentals acostumen a ser infe-
riorsal'error de resolucid i no elstindrem en compte.



0.5 Propagacio d'errors

Sovint estem interessats en magnituds que no podem mesurar directament, i, en
consequiencia, ens veiem obligats a avaluar-les a partir d'altres magnituds que si que son
directament mesurables. Per exemple podem trobar |a densitat d'una esfera a partir de la
mesura de la seva massa amb una balancai del seu diametre amb un palmer. Aleshores,
cal determinar els errors de les mesures indirectes (la densitat) deguts als errors de les
mesures directes (la massai e didmetre). Es a dir, hem de saber com es propaga |'error
de la mesura directa a una mesura indirecta.

Valor i error d'una magnitud funcié d'una altra

Suposem que una magnitud mesurada indirectament, y, és funcié només d'una
magnitud mesurada directament, x. Per exemple, e volum de I'esfera com a funcio del
diametre.

Si en la mesura directa de la magnitud x hem y(X)

obtingut un valor x,, amb un error e, llavorslamag-  Y**&)
nitud indirecta obtinguda, y, = y(X,), estara compresa Y(%o)

entre y(Xo- &) 1 Y(X+€).

Si considerem que prop del punt X, la funcio
y(X) ve donada aproximadament per larecta tangent a
aquesta funcio en x,, aixo és X
V() » Y06) + Y (%) (- X0) e e
on y'(x,) és €l valor del pendent d'aguesta recta (és a dir, e valor de y' = dy/dx en X,),
[lavors els valors de y(X) als extrems de l'interval {X,- &, X,+€} sOn (aproximadament)

Y(Xot€) » Y(Xo) +Y (Xo)& i Y(Xo- €9 » Y(Xo) - Y (Xo)&x

En conseqliencia, direm que I'error associat alamesuraindirectay és la semilongitud de
I'interval delimitat per aquests dos valors, de manera que podem escriure

Y(Xo- &)

dy
dx

e =

Exemple:

En la mesura del diametre d'una esfera hem obtingut D = 4.5 cm, amb un error
total ep = 0.3 cm. Quin és el volum de |'esfera?

El volum d'una esfera és —fp (aéi 6 _ =P D3 :—(4 5cm)® = 47.713cm®

i, tenint en compte que V':g—\é:%D2

tenim e, =3V—D9D=%D %(4 5cm)?(0.3cm) = 9.543cm?®
Per tant, direm que el volum d'aguesta esfera és V = (47.7 £ 9.6) cm?®

on hem expressat |'error amb dues xifres significatives (aproximant per exces),
i hem arrodonit el valor de lamagnitud V de manera que I'Ultima xifra significativa sigui
lad'ordre més baix al'error.



Error deles magnituds del tipus y(x) = ax o y(x) = a/x

En el dos casos particulars de y(x) = ax i y(x) = a/x podem escriure

dy e e

X)=ax b e =|—le —|ale =|ax|—=* = X
Y(x) y ‘dx Flale =laxd s =1yl
a dy a ale e
X=— pb e =|Zle =|- — === X

Per tant, hem trobat |a mateixa expressio de e, en ambdos casos,
y(x) =ax g

e
y(x) =al xg x|

n :l y |erel (X)

e =
y lyllxl

Valor i error d'una magnitud funcié d'altres

De vegades la magnitud mesurada indirectament y és funcio de diverses magni-
tuds (xy, ..., X;,..., Xn) que son les que mesurem directament, és a dir,

y = y(xla reey Xia-'-! XN)

Una magnitud d'aquest tipus seria |'area d'un triangle, que es calcula a través de I'ex-
pressio A=bh/2on b éslabasei hl'dturadel triangle.

Per determinar I'error de y sha de procedir de la manera seglient. Primer, sha de
calcular I'error originat per cadascuna de les magnituds, x;, com si la resta de variables
fossin exactes, és a dir, com si y només fos funcié de x; i laresta de variables fossin
constants. Aquest error, d'acord amb el que hem vist al'apartat anterior, és

(i=1,..,N)

X

ey(m:%e

on el simbol y/{x (que sanomena derivada parcia de y respecte %) indica que estem
determinant |a derivada de y respecte la variable x; considerant les altres variables com
si fossin constants. Aleshores I'error total d'una magnitud afectada per diversos errors es
defineix com

e, =65 (X)+ .. +e5(x,)

Exemple:
Calculeu I'areadel triangle, si les mesures de labase (b) i I'altura (h) han donat
b=(10.0£06)cm i h=(6.7£0.3)cm
L'areaés A=bh/2 = (10.0 cm)(6.7 cm)/2 = 33.50 cnf

L'error degut abés e, (b) = HT—'S e, =(h/2)e, = (6.7 cm)(0.6 cm)/2 =2.01 cm’

ieldehés e (h) = ‘%‘ e, =(b/2)e, = (10.0 cm)(0.3 cm)/2 =150 cm?’

Per tant, I'error total ése, = \/ei(b) +ez(h) = \/(2.01 cm?)? +(1.50 cm?)? = 2.508 cm?

i direm que l'areadel triangleés A= (33.5+ 2.6) cnt



0.6 Regressio Lineal

Hi ha un tipus de mesures indirectes una mica diferent del que hem vist anteri-
orment. Ho explicarem amb un exemple.

Laresistivitat r d'un materia canviaamb latemperatura segons larelacio
r=atT+ryg

on T éslatemperaturaen graus Celsiusi r g éslaresistivitat a0 °C. Si volem deterni nar
elsvalorsdea i r o hem de mesurar laresistivitat r adiferents temperatures T. S mesu-
remr per a N vaors diferents de T tindrem un conjunt de N parells de valors (T;, ).
Teodricament aguests punts haurien d'estar sobre larecta r = a T+ rq. A la practica,
pero, si posem els punts (T;, r;) en un grafic observem que no estan perfectament dine-
ats (ala grafica son els punts negres). Aixo és conseguiencia dels errors en les mesures
deTir.

YN

Vi

X YN
En el cas general d'una magnitud y (r al'exemple) que és funcidé d'una altra
magnitud X (T al'exemple) segons unarelacio linea
y=ax+b
si volem determinar elsvalorsdeai b (a i r o al'exemple) haurem de mesurar y per aN

valors diferents de x, de manera que tindrem N parells de punts (x;, y;). LIavors per de-
terminar elsvalorsde ai b tenim dos possibles procediments

a) Procediment grafic: Dibuixem (amb un regle) una recta que passi € més aprop pos
sible de tots el's punts experimentals (els negres). No cal que la recta pass per cap punt.
L'ordenada del punt de larecta dibuixada quetalal'eix delesy ésel termeb,

b =y(x =0)
|, apartir de dos punts (X, Ya) i (X, Vo) de larecta dibuixada (els blancs), € pendent és
a= Q — (yb B ya)
Dx (X, - X,)

b) Regressio lineal: A partir dels N parells de valors (%, ;) apliquem la teoria de lare-
gressio lineal que es foramenta en el métode dels minims quadrats i que expliquem tot

seguit.



M éetode dels minims quadr ats

Suposem que tenim dues magnituds x i y que podem mesurar directament i entre
les quals esperem trobar unarelacioé linea
y=ax+b

La questi6 que ens plantegem és com avaluar a i b a partir de diferents mesures de xii y,
laqual cosavol dir trobar quina és larecta que millor gjusta els N punts (x;,y;) represen-
tatsen el plaxy.

Yi

Entre les diferents alternatives que tenim, lamillor des del punt de vista mateme-
tic és el méetode dels minims quadrats, que consisteix afer minima la suma dels quadrats
de les diferencies entre I'ordenada del punt experimental i la corresponent a la recta a
justada per ala mateixa abscissa.

Per a cada punt experimental (x;, y;), aquesta diferencia seria
e=yi—(ax +b)
Elevant al quadrat i sumant per atots el's punts experimentals, obtindrem

i (ab=a ¢ =aly- @ -+b]

Tenim, doncs, una funcié de dues variables. Elsvalorsde a i b que busquem son els que
minimitzenj (a, b) i, per tant, satisfan el sistema d'equacions donat per

1-[L:O i ﬂiz
fa b
Lasoluci6 del sistema és
d —
a)ﬁyi - ny
a == [ b=y- ax
a x* - Nx?
i=1
on izigx i y=i§1y
N NG

Larecta caracteritzada per aquests parametresa i b, Sanomena recta deregressio.



