FIB FiSICA - PRACTIQUES DE LABORATORI DFEN

TRACTAMENT DE DADESEXPERIMENTALS

1 Introduccié

La determinacié experimenta de qualsevol magnitud fisica (massa, temperatura,
voltatge, intensitat ...) es realitza mitjancant aparells de mesurai el posterior tractament
de les dades obtingudes. Qualsevol que sigui e grau de complexitat d'una mesura, les
dades experimentals que sobtenen sempre tenen una certa imprecisié que cal saber
valorar. El grau dimprecisio, o de fiabilitat, d'aquestes dades es caracteritza amb una
quantitat anomenada error experimental. Aquest és e sentit que donem a concepte
d'error en ciencies experimentals, que no té res a veure amb laidea d'equivocacio.

2 Tipusd'error

Encara que les causes dels errors en les mesures experimentals son molt variades, els
diferents tipus d'errors es poden classificar en dos grups. els errors instrumentals i els
errors accidentals.

2.1 Errorsinstrumentals

Els errors instrumentals estan directament relacionats amb I'aparell de mesura. Els
diferentstipus d'errors instrumental s que presenta tot aparell son els segiients:

a) L'error de resolucio és degut a la precisi6 intrinseca de I'aparell. Aquest error és
inherent a qualsevol mesura i, per tant, inevitable, de manera que no podem assolir
resultats amb un error inferior a de resoluci6. Normalment, el fabricant d'un aparell
indica el valor de I'error de resolucio, perd s no és aixi se segueix €l criteri seglient per
determinar-lo:

al) En €els aparells analogics es considera que I'error de resolucio és igual a la
meitat de la diferéencia entre dos valors consecutius de I'escala. A I'exemple de
I'amperimetre de la Figura 1 I'error de resolucio ésde 0.1 A.
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Figura 1: Amperimetre analogic Figura 2: Amperimetre digital

a2) En €es aparells digitals es considera que I'error de resolucid és igual a una
unitat en I'GItim digit. A I'exemple de I'amperimetre de la Figura 2 I'error de resolucio
ésde 0.001 A.

b) L'error de zero és el valor que indica l'aparell quan la magnitud mesurada correspon
al valor inicial descala. Si I'amperimetre de la Figura 1 marques un valor diferent de O
quan no circula intensitat, voldria dir que té un error de zero. Alguns aparells permeten
corregir aguest error. En €l laboratori de Fisica del DFEN, I'error de zero de la
majoriad'aparells ésnul.
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c) L'error d'escala ésladiferencia entre la magnitud mesuradai €l valor real adiferents
punts de I'escala de mesura. Si I'amperimetre de la Figura 1 no marques 5 A quan
circulaun corrent de 5 A, voldria dir que té un error descala. Aquest error es determina
calibrant I'aparell. En el laboratori de Fisica del DFEN, els diferents aparells han
estat previament calibratsi considerarem quel'error d'escala ésnul.

2.2 Errorsaccidentals

Quan es repeteix una mesura més d'una vegada en, aparentment, identiques condicions,
sovint sobserva que els resultats no coincideixen. Si hom pogués controlar tots els
factors que incideixen sobre un experiment sempre trobaria €l mateix resultat. A la
practica, pero, hi ha una série de factors aeatoris que provoguen desviacions en €ls
resultats d'una mateixa magnitud. Aquestes desviacions introdueixen una incertesa en el
resultat final que sanomena error accidental. L'estimacié d'aquest tipus d'error es basa
en métodes estadistics.

En la mgjoria de mesures que farem els errors accidentals acostumen a ser inferiors a
I'error de resolucié i no els tindrem en compte. Per tant, s no es diu e contrari,
considerarem quel'error de les mesures sera només el deresolucio.

3 Error absolut i error relatiu

Tenint en compte e que hem comentat a |'apartat anterior queda clar, doncs, que quan
mesurem una determinada magnitud, €l resultat que obtenim no és un resultat exacte
sind un interval a voltant d'un resultat aproximat. El resultat de la mesura sacostuma a
escriure com

X+ &

on x indica € resultat de la magnitud mesurada que es considera millor i e és un
nombre real positiu (amb les mateixes unitats que X) que sanomena error absolut.
Aquesta expressio indica que €l valor de la mesura esta compres entre x- e i x+ey. Aixi,
per exemple, I'expressio correcte de les intensitats mesurades pels amperimetres de les
Figuresli 2 és:.

Figural: 1=43A+01A=(43+01)A
Figura2: |=(0.198+0.001) A = (198+ 1) 10 A = (198 + 1) mA

Per tal de valorar la qualitat d'una mesura és més convenient utilitzar I'error relatiu.
L'error relatiu d'una determinada magnitud es defineix com

L'error relatiu és un nombre adimensional que Sacostuma a expressar en tant per cent.
Aixi, per exemple, I'error relatiu de les mesures dels aparells de lesfigures 11 2 son

Figural: eg=(0.1A)/(4.3A)=0.024 o] €d = 2.4%
Figura2: eg=(1mA)/(198mA)=0019 o ed =1.9%
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4 Expressio d'un resultat experimental

Normalment, I'error sexpressa amb una o dues xifres sense comptar els zeros que
indiquen ordre decimal, és a dir, amb una o dues xifres significatives. Per exemple, la
primeraxifra significativade 0.09641 és el 9i lasegonael 6.

Hi hatres possibles maneres de suprimir xifres d'una quantitat:
a) Aproximacio per defecte o truncament: Consisteix a suprimir les xifres sobrants.

b) Aproximacio per excés. Consisteix a suprimir les xifres sobrants i sumar una unitat
al'lltima xifra expressada.

c) Arrodoniment: Consisteix en truncar o aproximar per excés de manera que el valor
arrodonit sigui €l més proper al valor previ al'arrodoniment, la qual cosa es fa d'acord
amb €l criteri seguient:

- Si laxifrad'ordre més alt suprimida ésinferior a5, es trunca

- Si laxifrad'ordre més alt suprimida és superior o igual a5, Saproxima per exces

Exemple 3 (s homés es volen 4 xifres significatives):

Truncar  Excés Arrodonir
125598 ® 12.55 12.56 12.56
125508 ® 12.55 12.56 12.55
125550 ® 12.55 12.56 12.56

L'ERROR SEMPRE SAPROXIMA PER EXCES.
Exemples de I'expressio correcta dels errors:

Una vegada sha expressat I'error amb una o dues xifres significatives, €l valor de la
magnitud mesurada sexpressa de manera que I'Ultima xifra significativa sigui del mateix

Valor 2xifressignificative£ 1xifrasignificativa

1.3458 14 2

57.763 58 60=6" 10

0.0276 0.028 0.03
247000 =24.7 10" | 250000 = 25" 10* 3 10°

0.0298 0.030 0.03

ordre que lad'ordre més baix al'error.

EL VALOR DE LA MAGNITUD MESURADA SEMPRE SARRODONEIX.

Al laboratori expressarem elserrorsamb 2 xifres significatives (com al'exemple).

Exemples de I'expressio correcta del resultat d'una mesura:

Magnitud Error Expressio correcta
2.5483 1.3458 25+14
3458.9353 57.763 3459 + 58
67.8295 0.0276 67.830 £ 0.028
98657320.6 247000 9866" 10* + 25 10*
809.4563 0.0298 809.456 + 0.030
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5. Propagaciod'errors

Sovint estem interessats en magnituds que no podem mesurar directament, i, en
consequiéncia, ens veiem obligats a avaluar-les a partir d'atres magnituds que si que ho
son. Per exemple podem trobar I'area d'una moneda a partir de la mesura del seu
diametre. Aleshores, cal determinar I'error de les mesura indirecta (I'area) degut al'error
de la directa (el diametre). Es a dir, hem de saber com es propaga I'error de la mesura
directaalaindirecta.

5.1 Valor i error d'una magnitud funcié d'una altra

Suposem que una magnitud z és funcié d'una magnitud x mesurable directament, Per
exemple, I'area de la moneda en funcié del seu diametre D és A = p(D/2)>. Si en la
mesura directa de x hem obtingut un valor X,, amb un error e, llavors la magnitud
indirecta, z, = z(X,), estaraentre z(X,- €) i Z(X,+€y), com esveu alafigura 3.

Si considerem gue prop del punt X, la funcié z(x) ve donada aproximadament per la

recta tangent a aquesta funcié en x,, aixo és
2(x)

Z(X) » Z(Xo) * Z(Xo) (X Xo) 2x5+6) 5
on Z(x,) és €l valor del pendent d'aquesta recta, Z(%o)
ésadir, Z(x) ésel valorax,dez = % %o~ &)
X

Llavors, elsvalorsde z(xX) aXy- &1 Xo+€ son,,

Z(Xo+€y) » Z(Xo) + Z(Xo)Ex

X & Xo o Xote
Z(Xo~ &) » Z(Xo) - Z(Xo)&x

Aleshores diem que l'error estimat de la mesura

indirecta z és la semilongitud de I'interval delimitat

per aquests dos valors, ésadir,

Figura3

dz
ez = ez(x) = ‘& ex (1)

Exemple: En la mesura del diametre d'una esfera hem obtingut D = 4.5 cm, amb un
error total ep = 0.3 cm. Quin és el volum de l'esfera?

4aeDop

El volum dunaesferaés V= —p o == D3 (4.5 cm)® = 47.713cm®
i, tenint en compte que V':d—V:BD2

dab 2

dv

_ PRy, _P 2 _ 3
tenim e, _‘d_D e, =—D%, —5(4.50m) (0.3cm) =9.543cm

! Per fer laderivada dv/dD, identifiquem Vambzi D amb x.

V = .
V_ED3 ®§ p 3® —3P e =Pl g M _Ppe
_x{, 3672 w2
on hem tingut en compte que % = nax™*
X
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Per tant, direm que e volum d'aquesta esfera és
V = (47.7 £ 9.6) cm®,

on hem expressat I'error amb dues xifres significatives (aproximant per excés), i hem
arrodonit €l valor de la magnitud V de manera que I'Ultima xifra significativa sigui la
d'ordre més baix al'error.

5.2 Valor i error d'una magnitud funcio d'altres

De vegades la magnitud mesurada indirectament z és funcié de diverses magnituds
(X1, +ey Xiye-ry Xn) QueE SON les que mesurem directament, és adir,

Z= Z(X1, cory Xiyerry XN)
Una magnitud d'aquest tipus seria l'area d'un triangle, que es calcula a través de
I'expressiéd A=bh/2 on b éslabasei h I'aturade triangle.

Per determinar I'error de z sha de procedir de la manera seglient. Primer, sha de
calcular I'error originat per cadascuna de les magnituds, x, com s la resta de variables
fossin exactes, és a dir, com s y només fos funcié de x; i la resta de variables fossin
constants. Aquest error, d'acord amb €l que hem vist al'apartat anterior, és

e, (%) =

T .
ﬂ—;e& (=1 .. N) ?)

on & simbol z/x (que sanomena derivada parcial de z respecte x) indica que estem
determinant la derivada de z respecte la variable x; considerant les altres variables com
s fossin constants. Aleshores I'error total d'una magnitud afectada per diversos errors es
defineix com

e, = e2(x) +... +e2(xy) ©)

Exemple: Calculeu I'area del triangle, si les mesures de la base (b) i I'altura (h) han
donat b=(10.0£ 0.6) cmi h=(6.7+ 0.3) cm

L'areaés A = bh/2 = (10.0 cm)(6.7 cm)/2 = 33.50 cm?

L'error degutabés® e, (b) = ‘%‘

e, =(h/2)e, = (6.7 cm)(0.6 cm) /2 =2.01 cm?

iel dehés e, (h) = M—ﬁ e, =(b/2)e, =(10.0 cm)(0.3 cm)/2 =150 cm?

Per tant, I'error total és

e, =+e2(b) +e?(h) =/(2.01 cm?)? + (1.50 cm?)? = 2.508 cm’

i direm que l'areadel triangle és
A= (335+2.6) cm’

2 Per fer laderivada parcial JA/fb, identifiquem A amb z, b amb x, i considerem h/2 = a constant, i fem
A=bh/2 ® z=cx ® ‘"—A:E:a:hlz
b dx

Per calcular TA/fh, identifiguem A amb z, h amb x, i considerem b/2 = a constant.

Tractament de dades experimentals 5



FIB FiSICA - PRACTIQUES DE LABORATORI DFEN

5.3 Error deles magnituds que s expressen com productesi quocients
En els dos casos particulars z(x) = ax i z(y) = aly, s apliquem laformula (1) tenim

d e
z=ax ® eZ:d—)Z(eX :|a|ex:|ax||IXXI=|z|e,e,’X ® e, =|Zeq,
a dz a e
ZZ; ® eZ:d—yGYZ‘-? y:‘;_|;|:|z|erd’y ® ez:|Z|ere|yy

Aleshores, tenint en compte aquests resultats és facil veure que quan apliqguem la
formula (2) en el cas d'una magnitud z que depén de dues variables x i y delaforma

z=bxy o z:b§ ® e(X)=|geq, I e(y)=|Zdeq,

i laformula (3) es e, =yeX(x) +eX(y) =|7,Jel , +e2,

6 Regressio lineal

Hi ha un tipus de mesures indirectes una mica diferent del que hem vist anteriorment.
Ho explicarem amb un exemple.

Laresigtivitat r d'un material canviaamb latemperatura segons larelacié
r=aT+ryg

on T éslatemperatura en graus Celsiusi r o éslaresistivitat a0 °C. Si volem determinar
els valors de a i ro hem de mesurar la resistivitat r a diferents temperatures T. S
mesurem r per a N valors diferents de T tindrem un conjunt de N parells de valors
(Ti, ri). Teoricament aguests punts haurien d'estar sobre larectar =a T + ro. A la
practica, perd, s posem els punts (Ti, r;) en un grafic observem que no estan
perfectament alineats (a la grafica son els punts negres). Aix0 és consequéncia dels
errorsen lesmesuresde Ti r.

X1 X2 Xi YN
Figural: Lesxilesy corresponenlesTi lesr, respectivament, de I'exemple.
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En e cas general d'una magnitud y (r al'exemple) que és funcié d'una altra magnitud x
(T al'exemple) segons unarelacio lineal

y=ax+b

si volem determinar elsvalorsdeai b (a i ro al'exemple) haurem de mesurar y per aN
valors diferents de x, de manera que tindrem N parells de punts (x;, yi). Llavors per
determinar elsvalorsde ai b tenim dos possibles procediments.

a) Procediment grafic: Dibuixem (amb un regle) una recta que passi € més a prop
possible de tots els punts experimentals (els negres ala Figura 1). No cal que la recta
passi per cap punt. L'ordenada del punt de larectaquetallal'eix delesy és el termeb,

b = y(x =0)
I, apartir de dos punts (Xa, Ya) i (X0, Yb) de larecta (els blancs), el pendent és

Dy _ (Y- ¥a)
DX (% - X,)

b) Regressi6 lineal: A partir dels N parells de valors (x;, yi) apliqguem la teoria de la
regressié lineal que es fonamenta en el méetode dels minims quadrats.

Suposem gue tenim dues magnituds X i y que podem mesurar directament i entre les
quals esperem trobar unarelacio lineal y = ax + b. La qliestié que ens plantegem és com
avaluar ai b apartir de diferents mesuresde x i y, laqual cosavol dir trobar quina és la
recta que millor gusta els N punts (x,y;) representats en el plaxy.

Entre les diferents alternatives que tenim, lamillor des del punt de vista matematic és el
meétode dels minims quadrats, que consisteix a fer minima la suma dels quadrats de
les diferéncies entre I'ordenada del punt experimental i la corresponent a la recta
gustada per a la mateixa abscissa. Per a cada punt experimenta (x, yi), aguesta
diferéncia seria

e=yi—(ax +b)
Elevant a quadrat i sumant per atots el's punts experimentals, obtindrem

j(ab)=ae&=a[y- (@]

Tenim, doncs, unafuncié de dues variables. Elsvalorsde ai b que busguem son els que
minimitzenj (a, b) i, per tant, satisfan el sistema d'equacions donat per

1-[L:O i l_
fla b
Lasoluci6 del sistemaés
N
a xy - Nxy
a:I_i\‘ | b=7-a¥
a x - Nx*
i=1
on X = ig i Y, ig
N X y= Na Yi

L arecta caracteritzada per aguests parametres ai b, Sanomenarecta de regressio.
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Es possible també determinar si la recta trobada és "bona" o no (en el sentit que gjusti
bé els punts experimentals (x;, yi). Per aix0 es calcula el coeficient de correlacié com

1/2

ésd LU
aa X - NX“
—|ql@i=t ¥
' | ed , 23
Aa Yi - Ny /]
g5 H

Es pot demostrar que 0 < r < 1. Quan r esta prop de 1 I'gjust és molt bo; quan esta prop
de 0 és un desastre. Per tal de fixar una referencia direm que per sotar = 0.8 I'gjust és
dolent, és adir, els punts experimentals no s gjusten bé a unarecta

7 Problemes

7.1 Expresseu correctament, amb 2 xifres significatives al'error, els resultats segients:
58.023 + 3.001

41.091 +3.25

9.095 +0.322

0.38423 +0.00743

0.0426031 + 0.00188

825.27348 + 0.05892

499.6 +13.02

7.2 Hem mesurat la intensitat | que circula per una resistéencia i la diferencia de
potencial V als seus extrems amb els resultats seglients
| =(0.245 + 0.005) A [ V=(837+£0.01)V

Tenint en compte la llei d'Ohm (R = V/I) determineu €l valor de la resistenciai € seu
error. Expresseu e resultat amb 1 xifra significativa a I'error. Fixeu-vos que la relacié
deRamb Vol ésdel tipusy(x) = ax o y(X) = a/x.

7.3 En l'estudi de la variacié de la resistencia d'un fil de coure en funcié de la
temperatura sha obtingut la seglient taula de resultats

T(C) 25 30 35 40 45 50
R(W 256 260 266 271 275 281

L'expressio de la resistencia R en funcié de la temperatura T és, en un marge forca
ample de temperatures,
R=aT+Ry

a) Determineu graficament els valors de ai Ry. Es a dir, representeu els punts obtinguts
en un paper mil-limetrat (com el de la propera plana) i traceu la recta que millor Sgusti.
A partir d'aquestarectadetermineu ai Ry.

b) Feu unaregressio linea per determinar elsvalors de ai Ry. Amb els valors obtinguts
traceu la recta corresponent sobre la grafica anterior.
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8. Resum per calcular errors
En els aparells analogics es considera que I'error de resolucié ésigua ala meitat de la
diferéncia entre dos valors consecutius de |'escala.

En els aparells digitals es considera que I'error de resolucié és igual a una unitat en
I'Gltim digit.

El resultat de lamesurasacostumaaescriure |X* e,

on x indica € resultat de la magnitud mesurada que es considera millor i e, és un
nombre real positiu (amb les mateixes unitats que xX) anomenat error absolut.

L'error relatiu d'una determinada magnitud es defineix com Cax =

L'error estimat de z(x), és e, =e,(x)= ‘%
X

Exemples: z=ax  ® e, =lale, =|7e.,
________ S
ZZV ® e1=7ey—|z|ere,yy

L'error estimat de z(x.y), e, = el (x) +e;(y)

és la mitjana quadratica de I'error que produiria X, e(x), i € que produiria 'y, efy),
suposant gue |'altra variable és constant.

Exemplee z=ax-by ® e, = \/ezz(x) +eX(y) = \/(aex)z +(be, )’

En el cas de les magnituds que s'expressen com productesi quocients

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________________________________

L'ERROR SAPROXIMA PER EXCESaunao dues xifressignificatives.

EL VALOR DE LA MAGNITUD MESURADA SARRODONEIX, de manera que
I'Gltimaxifra significativasigui del mateix ordre que lad'ordre més baix al'error

Exemples de I'expressi6 correcta del resultat d'una mesura:

Magnitud Error Expressi6 correcta
2.5483 1.3458 25+14
3458.9353 57.763 3459 + 58
67.8295 0.0276 67.830 £ 0.028
98657320.6 247000 9866 10* + 25" 10*
809.4563 0.0298 809.456 + 0.030

Al laboratori expressarem elserrorsamb 2 xifres significatives (com al'exemple).
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